Pochodna funkcji
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1 Wstep

Zaktadamy, ze f - funkcja okreslona na zbiorze X przyporzadkowujaca
kazdemu elementowi = tego zbioru wartosé y ze zbioru Y, czyli przyporzad-
kownanie y = f(z).

Dla przyktadu zajmiemy sie funkcja f(x) = 22, gdzie X = IR.

2 Pochodna funkcji
Pochodng funkcji % (lub skrétowo f/(z)) z definicji definiujemy jako:
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Jest to matematyczny zapis stosunku zmiany wartosi funkcji f do zmiany
jej argumentu x w punkcie z (pochodna funkcji jest inna funkcja). Ten sto-
sunek znamy juz z funkcji liniowej f(z) = ax + b, jest on zawsze réwny a,
niezaleznie od wyboru argumentu z oraz przyrostu argumentu Az. Stosu-
nek ten jest réwny nachyleniu wykresu - tangens kata « miedzy wykresem
a osia x: Aiigf) = tga, gdzie Af(z) = f(x + Az) — f(x) i okresla szybkosé z
jaka zmienia sie warto$c funkcji w bliskim otoczeniu danego punktu.

Pochodna funkcji w punkcie jest wiec nachyleniem stycznej (prostej o réw-
naniu ax +b) do wykresu funkcji w tym punkcie. Pochodna funkcji mozemy
czasami wyliczy¢ analitycznie (ze wzoru 1 oraz innych wzoréw na jego pod-

stawie) jezeli znamy przepis w postaci y = f(z) (kurs matematyki).

3 Numeryczna pochodna funkcji

W przypadku operowania na wartosciach liczbowych (np. w komputerze)
nie jesteSmy w stanie zadaé¢ nieskoniczenie maltego przyrostu argumentu Az.
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Rysunek 1: Funkcja f(z) = 22

W przypadkach gdy mamy do czynienia z nieskonicznie duza (co) wartoscia,
mozemy rozwazy¢ przyblizenie tej wartosci skoriczona wartoécig “wystar-
czajaco” duza. W naszym przypadku nieskoniczenie duza wartosé to 1/Ax,
ktora dla Az = 07 daje +oo. Warto$¢ "wystarczajaca” jest zalezna od
rodzaju problemu oraz od zakladanej dokladnosci przyblizenia.
Przyblizenie wartosci pochodnej za pomoca wartosci funkcji w kilku
punktach nazwyamy ilorazami réznicowymi. Sa one wyprowadzane z sze-
regu Taylora, jednak w tym momencie (do operowania z ilorazem rézni-
cowym w przod) wystarczy nam wzér 1. Dla dowolnego Az mozemy za-
pisa¢ f'(x) = W + R(Ax,z) - warto$¢ pochodnej jest réwna
sumie nachylenia prostej przechodzacej przez punkty A = (z, f(x)) oraz
B = (z+ Az, f(x + Az)) i wartosci R(Ax,x) zaleznej od wyboru Az, funk-
cji oraz punktu w ktérym liczymy pochodna. Nie znamy wartosci R(Ax, z),
jednak wiemy (z wyprowadzenia z szeregu Taylora) jakiego rzedu sa to war-
tosci. Jezeli zaniedbamy warto$¢ R(Az, x), otrzymamy przyblizenie pochod-



10y =— f(x)

—— Styczna o nachyleniu f'(0.5)
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Rysunek 2: Interpretacja graficzna pochodnej funkeji f(x)

nej w dokladnoscia R(Ax, z) (to znaczy warto$é przyblizona bedzie rézna od
dokladnej o R(Ax,x)). Czyli przyblizenie numeryczne pochodnej przyjmuje
postac:

! ~ ! _f(ac—i—A:c)—f(:c)

a blad przyblizenia:

R(z,Az) = f'(2) = frum (3)

W tym momencie Az oznacza dowolng dobrang przez nas wartosé, a
przepis 2 nazywamy ilorazem réznicowym w przod. Rzad wielkosci bledu w
przypadku jego stosowania jest réwny rzedowi wielkoéci Az co zapisujemy
O(Ax) i mozemy spodziewaé sie bledu przyblizenia réwnego C'Ax, gdzie C
jest skoniczona wartoscia (r6zna od +00).
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Rysunek 3: Interpretacja graficzna ilorazu réznicowego w przéd

Dlaczego numeryczna pochodna?
7Z ilorazéw réznicowych korzystamy najczesciej wtedy, gdy nie znamy anali-
tycznego przepisu na funkcje f(x).

Dlaczego nie zawsze uzywamy najmniejszego mozliwego Ax?
Nie zawsze mamy taka mozliwos¢, wartosci funkcji moga byé dane z ekspe-
rymentu (doswiadczalne) albo z obliczenn numerycznch.
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Rysunek 4: Réznica pochodnej numerycznej oraz analitycznej w punkcie 0.5
(r6znica nachylenia prostych)



f(z) = sin(x), pochodna w punkcie = = 1.57
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Rysunek 5: Blad przyblizenia pochodnej w zaleznoéci od Ax



